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1 Spatii punctual euclidiene reale

Un spatiu afin £ se numeste spativ punctual euclidian daca pe spatiul sau vectorial director V este dat un
produs scalar, adica V' este un spatiu vectorial euclidian cu corpul scalarilor IR.
In cele ce urmeaza:

1. £ va desemna un spatiu punctual euclidian real cu spatiul vectorial director V'; produsul scalar va fi notat cu
un punct

o b . . o _ —
< U1,T9 >'=" 7y - U9, iar norma vectorului o € V va fi notati cu |o| = Vo - 0.

2. &, va desemna spatiul punctual euclidian canonic pe IR™, unde spatiul afin este A, = Af f(IR"), iar spatiul
euclidian director este E, (adica IR™ pe care se considera produsul scalar canonic).

Un reper afin (O, B) in care B C V este o baza ortonormata se numeste reper euclidian.
Distanta dintre doua puncte A, B € £ este, prin definitie, lungimea vectorului AB, adica d(A, B) = ‘AB‘.
Daca (O, B) este un reper euclidian B = {é1,...,&,} si A(al,...,a"), B(b',...,b") € £, atunci

d(A, B) = [AB| = \/(al = b1)> + -+ + (an — b7)2, (1)
Distanta dintre doua multimi My, My C £ este, prin definitie

inf  |PyPy| " d(My, My).
P1 c Ml
Py e My

Unghiul a doua drepte di, do C &, care au ca vectori directori a1, respectiv as, este unghiul celor doi vectori
directori, adica o
cos (7d5) = 02
|a1] - [az|

Toate unghiurile considerate vor avea masura in intervalul [0, 7).

Daca ‘H C £ este un hiperplan, atunci un vector nenul v € V', perpendicular pe subspatiul vectorial director al
hiperplanului se numeste vector normal la hiperplan. Un vector normal la hiperplanul H este transvers subspatiului
vectorial director al lui H, deci defineste o orientare pe ‘H. Daca Py € H este un punct fixat, atunci un punct P € ‘H
daci si numai dacid PyP 1 9 < PyP -9 = 0. Dacd O € £ este un punct (de obicei originea unui reper euclidian) si
notam 7y = OFy, ¥ = OP (numiti vectori de pozitie ai punctelor Py, respectiv P, fati de punctul O), obtinem

(H): (F=70) -0 =0, (2)

(numita ecuatia vectoriald a hiperplanului).
Unghiul a doua hiperplane Hi, Ho C £ orientate, de vectori normali v, respectiv vs, este dat de unghiul acestor

vectori: o
o (FET) = T2
01| - 2]

Fie V de dimensiune n si B = {é1,...,é,} C V o bazi ortonormatd. Dacid Py(z},...,20) € H i v =
(v1,...,v,) € V este un vector normal la hiperplan, atunci un punct P(x!,... 2") € H < are loc (2), care se mai
scrie:

(H):vl(gcl—:c[l))+‘--+vn(m”—aﬁ6‘):0, (3)
(numita ecuatia carteziand a hiperplanului).

Fie ¥ = (v1,...,v,) € V un vector nenul. Multimea punctelor P(z!,...,z2") € £ ale caror coordonate verifica
ecuatia:

(H) :viz' + -+ vpa" +a =0 (4)

este un hiperplan care are vectorul v ca vector normal. Ecuatia (4) este numita tot ecuatia carteziand generald a
hiperplanului.

Fie § = {v1,...,0,—1} C V un sistem de n — 1 vectori liniar independenti. Atunci orice hiperplan H, care are
ca subspatiu director subspatiul lui V' generat de S, admite ca vector normal produsul vectorial v7 X - -+ X Up_1.
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Propozitia 1 Fie H un hiperplan si fie punctul A € £.

1. Daca hiperplanul este dat prin ecuatia vectorialda (2) si vectorii de pozitie in raport cu un punct O, al lui A
g1 al unui punct Py € H, sunt OA =74 si OPy = 7y, atunci

a4 —70) 0
a(A, H) = TA=T0) o]
0]
2. Dacd hiperplanul este dat prin ecuatia carteziand (3) si A(al,..., a™), atunci

lvi (@' —af) + - + vy (a™ — 2f) |

d(A,H) =
Sl 1t o)

3. Dacd hiperplanul este dat prin ecuatia carteziand generald (4) si A(al, ..., a™) atunci
_Juat + -+ vpa” + o

VOt wn)?

d(A,’H)

Propozitia 2 Distanta dintre doua hiperplane paralele Hy st Ha, date de ecuatiile:
(H1) s et + -+ vpa™ +a =0,
(Ho) vzt + - +v,2" + =0

este:

o-pl
VOt )

Propozitia 3 Distanta de la un punct A la o dreaptd d, care are vectorul director a, este data de formula

d(H1, H2) =

la x AB|

d(A,d) = ————, (6)
|al

unde B € d este un punct oarecare, iar produsul vectorial se considerd intr-un subspatiu vectorial euclidian arbitrar,

de dimensiune 3, W C V', care contine vectorii a si AB.

Remarca. Se poate considera, de exemplu, O necontinut in 2-planul determinat de A &i d, iar ca W C V se
considera 3-subspatiul director al subspatiului afin al lui £ generat de O, A si d. Daca dim & = 3 (adica dim V' = 3),
atunci produsul vectorial se poate considera in £.

&

A, )

e
-

O perpendiculara comuna a doua drepte dy si dy este o dreapta care intersecteaza si este perpendiculara pe dy
§1 d2.

Propozitia 4 Daca dy si do sunt doud drepte neparalele care nu se intersecteazd, atunci perpendiculara comund a
celor doud drepte existd, este unicd si are urmdtoarele ecuatii in &' = Af fin(dy Uds) :

{alx(alxag)-(r— 4)=0

=3

F_p) =0

as X (C_Ll X(_ZQ)~(T‘—
unde di contine punctul A si are vectorul director ay, iar do contine punctul B si are vectorul director as.
In &, daca dy Ndy # () si di # da, perpendiculara comund are aceleasi ecuatii.



Algebra Liniara si Geometrie Analitica 27

Perpendiculara comund

4 B EE}M

Vectorul @ = (a1 X ag) este perpendicular pe a; si pe as. Fie w1 planul care contine pe A si are ca vectori
directori pe a; si a (deci vector normal a; x (a; X ag)), iar mo planul care contine pe B si are ca vectori directori
pe a1 si a (deci vector normal ag X (a1 X ag)). Rezultd ca dy C w1 §i do C 7o, iar m1 N2 = d este o dreapta care
are ca vector director pe a (vectorul director comun). Avem ca dy L d, dy L d, di, d C w1, da, d C my. Dreapta
d este deci perpendiculara comuna. Din constructia lui d = 1 N e, rezulta unicitatea ei (pentru ca orice dreapta
d' care ar fi perpendiculard comuna ar trebui sa fie inclusd in 7 N72). Cum (m1) : @1 X (@1 X ag) - (T —74) =0 si
(m2) : @z x (a1 x ag) - (r — ) = 0, rezulta ca ecuatiile lui d se obtin ca in enunt.

In &3, daca dy Ndy # (D si di # da, perpendiculara comuna se obtine ca 71 N 7y, cu notatiile anterioare, deci
are aceleasi ecuatii.[]

Sa remarcam ca daca dy || d2, di # da, cu vectorul director a, atunci exista o infintate de perpendiculare
comune. Acestea sunt incluse in planul 7 determinat de d; si do, avand ca vector director un vector paralel cu 7
si perpendicular pe vectorul a.

Propozitia 5 Fie di, do C € doud drepte neparalele, care au vectorii directori ai, respectiv as, tar A € di, B € do
si fie &' = Af fin(dy Udy) (subspatiul afin generat de dy si da). Atunci distanta dintre cele doud drepte este

[dl,dg,@]
d(dyi,do) = w

unde produsul mizt este calculat in E’.

Daca di Ndy # (D), atunci d(dy,dy”  ° -
Daca dy || d2, atunci 4, . /

In Es, dyNdy # (D, sau dy || do, (adic

d(eh, )

Proiectia unui punct A pe un k-plan £ C £ este:

- punctul A, daca A € £, sau

- punctul A’ € & pentru care AA’ este vector normal la hiperplanul & C Af fin(E' U {A}).

Se noteaza A’ = prg/ A. Proiectia unei multimi de puncte pe £ este proiectia pe £ a tuturor punctelor multimii.

Propozitia 6 Proiectia unui subspatiuv punctual euclidian E" C € pe un alt subspatiu punctual euclidian &' C &
este o aplicatie afind, iar aplicatia liniard indusa intre spatiile vectoriale directoare este un proiector ortogonal (de
spatii vectoriale euclidiene).

Propozitia 7 Proiectia unui subspafiuv punctual euclidian E" C € pe un alt subspatiu punctual euclidian &' C &
este un subspatiu punctual euclidian prg.£" C £'.
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Un alt exemplu de aplicatie afind este aplicatia izometrica. O aplicatie izometricd este o aplicatie f : £ — &’
intre doua spatii punctual euclidiene care are proprietatea ca pastreaza distanta, adica |AB|s = |f(A)f(B)|e,
(V)A,B € €.

Propozitia 8 O aplicatie izometricd, f : £ — &', este o aplicatie afind injectivd.

O izometrie este o aplicatie surjectiva i izometrica. Folosind propozitia 8 rezulta ci o izometrie este un
izomorfism afin. Daca se considera repere ortonormate, atunci aplicatia liniara indusa intre spatiile vectoriale
euclidiene este, de asemenea, o izometrie, prin urmare matricea acestei aplicatii liniare corespunzatoare bazelor
ortonormate este o matrice ortogonala.

Simetricul unui punct A fata de un k-plan & C & este punctul A” € & astfel ca punctul A’ = prg: A (proiectia
lui A pe &’) este mijlocul segmentului [AA”]. Se noteaza A” = sgrA. Simetrica unei multimi de puncte fata de &’
este obtinuta din simetricele tuturor punctelor multimii fata de &’.

Propozitia 9 Fie di, do € € doud drepte concurente in O, cu vectorii directori ay $i respectiv as. Atunci cele

doud bisectoare ale dreptelor dy si do trec prin O’ si au vectorii directori a1|a1 + m(zg.
1 2

Unghiul dintre o dreapta si un hiperplan este unghiul pe care il face dreapta cu un vector normal la hiperplan.
Pentru mai multa claritate, se definegte notiunea de orientare a unui spatiu punctual euclidian (deci in particular a
unui hiperplan), ca fiind o orientare a spatiului vectorial director. Deoarece o orientare a unui spatiu vectorial este
data prin fixarea orientarii pozitive definite de o baza data, rezulta ca orientarea unui spatiu punctual euclidian
se face prin fixarea orientarii pozitive definite de un reper cartezian dat. In cazul unui hiperplan H, fixarea unui
vector normal 72 la hiperplan gi a unei orientari a spatiului euclidian £ induce o orientare a hiperplanului H.

Propozitia 10 Daca (O, B) este un reper euclidian care defineste o orientare pozitiva a spatiului punctual euclidian
E si n este un vector unitar, normal la un hiperplan H C &, atunci existd o singurd orientare a hiperplanului H
astfel incat pentru orice reper euclidian (O1,B1) al lui H, reperul euclidian (O1,B' = {n}UB1) al lui E este pozitiv
orientat.

2 Spatiul euclidian tridimensional canonic

Vom defini in continuare spatiul vectorial al vectorilor legati cu originea O fixata si spatiul vectorial al vectorilor
liberi din spatiul (euclidian) S, studiat in liceu.

Spatiul S este format din puncte, iar o multime de puncte formeaza o figurd geometricd. Figuri geometrice
in spatiu sunt: dreptele, planele, semidreptele, semiplanele, segmentele de dreapta, triunghiurile, poligoanele,
poliedrele, interioarele de poligoane si de poliedre convexe etc. Planele, dreptele si punctele sunt notiuni primare.
Un sistem de axiome (care poate fi sistemul axiomatic al lui Hilbert, ori al lui Birkhoff, ori alt sistem echivalent),
enunta un set de proprietati primare (numite axiome) pe care le au notiunile primare. In continuare vom presupune
cunoscute definitiile si proprietatile legate de geometria euclidiana a spatiului S.

Un segment orientat (sau vector legat) se defineste ca fiind un dublet de puncte (P, @), notat P—Cj, unde punctul
P se numeste origine, iar punctli@ se numeste extremitate. Daca P # @, dreapta PQ se numeste dreapta suport
a lui PQ. Daca P = @, atunci PP se numeste vectorul nul si orice dreapta care trece prin P este dreapta suport
pentru aceste.

Daca se fixeaza un punct O € P, atunci se poate considera multimea Vo = {5)4|A € P}, a segmentelor orientate
cu originea in punctul O (sau a vectorilor legati in O). Pe multimea Vo se definesc doua legi de compozitie:

- 0 lege de compozitie interna + : Vo X Vo — Vo, numita adunarea vectorilor din Vo, care asociaza vectorilor
— P — —_— =
OA gi OB € Vo vectorul OC, notat OA + OB, unde C este al patrulea varf al paralelogramului [O AC B] (posibil
degenerat, daca O, A gi B sunt coliniare) construit pe cei doi vectori, ca laturi;
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- 0 lege de compozitie externa - : IR X Vo — Vo, numita inmultirea cu scalari a vectorilor din Vo, care asociaza
unui numar « € IR si unui vector 0—1)4 € Vo vectorul O—C>’, notat o - 0—1)4, unde C' este un punct coliniar cu O si
A, definit astfel: dacd a > 0, atunci segmentul [OC] are lungimea « Inmultita cu lungimea segmentului [OA] si
O ¢ [AC], daca o = 0, atunci C = O, iar dacd a < 0, atunci segmentul [OC] are lungimea —a inmultita cu
lungimea segmentului [OA] si O € [AC].

Lema urmatoare este o consecinta imediata a definitiei inmultirii cu scalari.

—_— — : —
_,_ﬂe_,_ un plgwt ast@ @cd&swg@lé?%kﬁe lungi

Lema 1_]:”@'6 Oﬂe i~ @zn@ﬁﬁgrﬂ& AB,
Atunci OA = aOM , unde:

1. a=1]0A| >0, daca O ¢ [AM
2. a=—|0A] <0, dacd% € [AM].

C

. . % é . - v . [} . (9} A . .
Trei vectori OA, OB i OC se spune ca sunt coplanari daci punctele O, A, B si C se gasesc in acelagi plan si
necoplanari in caz contrar.

Propozitia 11 Tripletul (Vo,+,-) este un spatiu vectorial real, numit spatiul vectorial al vectorilor legati in O,
in care orice trei vectori necoplanari formeazd o baza.

Sa consideram 1n continuare vectori legati care nu au neaparat aceeasgi origine.

Doi vectori legati P—Q) si P’—>Q’ se numesc

- echipolenti si se scrie P_Cj = P'(Q’, daca ambii vectori legati sunt nuli, ori, in caz contrar, poligonul PQQ’P’
este un paralelogram, eventual degenerat (< segmentele [PQ'] si [P'Q] au acelasi mijloc);

. % %
- paraleli si se scrie PQ || P'Q’, daca dreptele lor suport sunt paralele.
Propozitia 12 Relatiile de echipolenia si de paralelism ale vectorilor legati din spatiu sunt relafic de echivalenta.

Evident ca doi vectori echipolenti sunt paraleli, proprietatea recproca nefiind adevarata (contraexemplu: doi
vectori paraleli care nu au aceeasi lungime).

Relatia de echipolenta fiind o relatie de echivalenta pe multimea tuturor vectorilor legati V.4, se poate considera
multimea claselor de echivalenta, care este multimea Vy;p, a vectorilor liberi. Astfel, daca E € Vg este un vector
legat, atunci clasa sa de echivalenta, care se noteaza cu AB, este format# din multimea tuturor vectorilor ﬁ € Vieg

N —_
care au proprietatea ca AB = A’B’. Se observa ca, daci se fixeazd un punct O € S, existd o aplicatie bijectiva
i -
Fo : Vo — Vyp, care asociaza unui vector legat OA € Vo clasa sa de echivalenta AB € V3. Prin inversa acestei
it il
bijectii, fiecarui vector liber @ € V i se poate asocia in mod unic un vector OA € V., astfel incat a = OA.

Se poate constata cd dacid se considerd doua puncte O, O’ € P, atunci aplicatia ¢ = FO_,1 oFo : Vo — Vor
este o bijectie si are proprietatile ¢(OA + OB) = p(OA) + ¢(OB) si p(a- OA) = a - p(OA), (V) OA,OB € Vo si
a € IR, deci ¢ este un izomorfism de spatii vectoriale reale.

Rezulta astfel ca:

— — — —_— —_— — _— ——

-daca OA=0'AsiOB=0'B'= 0A+0B=0'A"+0'B, (V)O,0" € S (prin adunarea a doi vectori legati
intr-un punct O se obtine un vector echipolent cu vectorul ce rezulta prin adunarea vectorilor echipolenti legati
intr-un oricare alt punct O0’);

—_— —_— — _—

-dacia e RsiOA=0'A'= a-0OA=a-0'A, (V)O,0" € S (prin inmultirea unui vector legat intr-un punct
O cu un numar real «, se obtine un vector echipolent cu vectorul ce rezulta prin inmultirea vectorului echipolent
legat in O’ cu «).
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Pe multimea Vj;;, se definesc doua legi de compozitie:

-0 leg? de compozitie interna + : Vi, X Vi, — ]@; num_)ité a@ar@a vectoril_or liberi, care asociaza la doi vectori
a= 0A, b= 0B € Vy, vectorul liber OC, unde OC = OA + OB, notat a + b (dupa cum am vazut, definitia nu
depinde de punctul O) si

- 0 lege de compozitie externa - : IR X Vj;, — Vi, numita inmultirea cu scalari a vectorilor din Vy;;, care asociaza
unui numar o« € IR si unui vector @ = OA € V3, vectorul corespunzitor clasei « - &i, notat « - a (dupa cum am
vazut deja, definitia nu depinde de punctul O).

Urmatorul rezultat se poate demonstra prin verificarea axiomelor specifice unui spatiu vectorial.

Lema 2 Fie (V,+,) un K-spatiu vectorial, M este o mulfime si ¢ : V. — M o bijectie. Se considera:
legea de compozitie internd B: M x M — M, x By = o(¢~ 1 (x) + ¢ (y)) si
legea de compozitie externd [: K x M — M, aBDx = p(a- ¢ (z)).
Atunci (M, B, ) este un K-spatiu vectorial, iar ¢ este un izomorfism de spatii vectoriale.

- —_— — —
Trei vectori liberi @, b si € se spune ca sunt coplanari dacd pentru trei reprezentanti OA, OB gi OC , punctele
O, A, B gi C se gasesc in acelasi plan gi necoplanari in caz contrar. Evident, definitia nu depinde de punctul O.

Propozitia 13 (V;, +,) este un spatiu vectorial real in care orice trei vectori necoplanari formeazd o bazd.
Propozitia 14 Multimea S, a punctelor spatiului, formeazd un spativ punctual euclidian.

Urmatorul rezultat este o consecinta imediatd a celor demonstrate anterior. Reamintim ca &3 este spatiul
punctual euclidian canonic.

Teorema 1 Fie patru puncte O, Eq, Eo, E3 € S, astfel incat dreptele OFE,, OFy, OFEs sunt perpendiculare doud
cate doua, segmentele [OE1], [OF3] si [OFE3] au lungimea 1. Sa consideram aplicatia ® : S — Es, care asociazd lui
A €S, punctul (A) = (a,b,c) € E3, unde
OA = aOF1 +bOFEy + cOFE;5.

Atunci ® este un izomorfism de spatii punctual euclidiene.

In spatiul euclidian canonic & se poate considera reperul canonic (O, Beer), unde O(0,0,0) este originea, iar
Bean = {€1,€2,e3}, e1 = (1,0,0), e2 = (0,1,0) si es = (0,0,1). Reperul canonic definegte orientarea directa a
planului euclidian £3. Un reper euclidian in &3 este un dublet (O’, B), unde B C Ej5 este o baza ortonormata si
O’ € &3. Daci
B = {v1, 02,03} este o baza pozitiv orientata, atunci matricea de trecere de la By, la B se poate exprima cu ajutorul
unghiurilor lui Euler. In continuare vom scrie explicit aceastd matrice. S presupunem ci {e1,es,es} # {v1,U2,03}.
Fie:

f1 vectorul unitar care este vector director al subspatiului

L({er,e2}) N L{D1,02})
f2 vectorul unitar astfel incit baza By = {f1, f2, €3} este ortonormati si direct orientati;

f1 vectorul unitar astfel incit baza By = {f1, f], U3 }este ortonormata si direct orientati.

Matricile de trecere succesive sunt de forma:

cosy —siny 0 1 0 0
[Bean, B1) = | siny  cosyp 0 | ,[Bi,B2]=| 0 cosf —sinf |,
0 0 1 0 sinf cosd
cosep —sing 0
[Bo,B] = | sing cose 0 |,
0 0 1
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prin urmare [Begn, B] =

cosy —siny 0 1 0 0
=| siny cosv¥ O 0 cosf —sinf
0 0 1 0 sinf cosf
cos v cos p—

—sin cos fsin @

sin v cos p+
+ cos ) cos B sin ¢

sin 6 sin @

31

cosp —sing 0
sing cosp 0 |=
0 0 1

— cos Y sin p—

—sin cos 6 cos ¢ sin) sin 0

— sin 4 sin o+

+costcosfcosy  —costpsind

sin 6 cos ¢ cos 6

Cei trei parametri 1, 0, ¢ € [0, 27) nu sunt unic determinati. Pentru a obtine o reprezentare biunivoca cu schimbarile
de baza directe, se iau punctele corespunzatoare
(cos ¢ cos 1 cos B, sin ¢ cos ¥ cos B, sin 1 cos §,sin ) € S (unde S® este sfera centrata in origine, de razs 1, din FEj).
Rezulta ca o schimbare de reper ortogonal in & este determinata de sase parametri (trei provin de la schimbarea
originii si trei de la schimbarea bazei).
Ne vom ocupa in continuare de subspatiile spatiului euclidian canonic &;.
Ecuatiile canonice ale unei drepte determinate de un punct A(a, b, ¢) si vectorul director v = (p, q,7) se scriu:

r—a y—2>b z—c
(d): = .= :
p q r
FEcuatiile parametrice ale aceleiagi drepte sunt:
r= at+ pt
(d): < y= b+ qt , teR.
z= c¢ct+ rt

Ecuatiile canonice ale unei drepte determinate de punctele A(a, b, c) si B(d, e, f) sunt:

r—a y-—2>b z—c
d): = .= .
(d) d—a e—b f—c
d i
z z T
/ Ei(d,e. )
7 W
ek, ) Alah,c)
o o
Distanta de la un punct A la_s{dreapta d care conggne m%vﬂ B st are vectoruRdirector a, se calculeaza cu
formula (6):
ax AB
(A, d) = |‘”‘<||
a

Distanta dintre dreptele neparalele d; (care contine punctul A si are ca vector director vectorul aq) si dy (care
contine punctul B si are ca vector director vectorul ay) este data de formula:
[dl, as, E] ‘ )

i = L2

daca di Nds # (), atunci d(dy,ds) = 0; daca d; || d2 atunci:
_ ‘(_ll X E‘

d(dy,ds) = ]
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(propozitia 5).
Din propozitia 4 rezulta ecuatia perpendicularei comune a doua drepte:

{alx(a1><a2)-( —74)=0
a 0

Un plan 7 care contine un punct A(a, b, ¢) si are ca vector normal . = (I, m,n) # (0,0,0), are ecuatia carteziand:

(7r):l(x—a)+m(y—b)+n(z—c):0.

0 =(Lm,n)
Mizx. %z
?ﬂf ab,c)
m—( %-27-h.g0)
Un plan 7 care contine un punct A(a,b,c) si are ca vectori directori vectorii necoliniari v; = (I, m,n) si

vo = (I'ym/,n’) are ecuatiile parametrice:

= a-+ls+1't
y= b+ms+m't ,;s,t€R.
2= c+ns+n't

Prin eliminarea parametrilor s,t € IR, se regaseste ecuatia carteziana a planului = sub forma:

(m) :ni(x —a) + n2(y — b) + n3(z —a) =0,

unde:
€1 ey e3
(nl,ng,ng) =0 Xvs=|1 m n |=
U m n

= (mn' —nm/,nl’" —In';Im’ —ml’).

Ecuatia anterioara se poate scrie sub forma:

() l m n | =0,
! m’ n'
sau
z y =z 1
a b ¢ 1
(m) : I m o on o0l7 0.
! m" n' 0

Daci planul 7 contine punctele A(a,b,c), B(a',t',c') si vectorul © = (I,m,n) (necoliniar cu vectorul AB) este
continut in subspatiul director, atunci are ecuatia

r—a y—b z-—c
(m):|d—a V=b d—c|=0,

l m n
sau
r y =z 1
a b ¢ 1
(ﬂ-) N a/ b/ C/ 1 - 0
Il m n O
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Daci planul 7 contine punctele A(a,b,c), B(a',V',c) si C(a”,b", "), astfel ci vectorii AB si AC sunt necoliniari,
atunci ecuatia planului este:
r—a y—b z-—c
(m):| d—a V¥ —-b d—c|=0,
a//_a b//_b CI/_C

sau
z y z 1
a b ¢ 1
@: 4 5 1=
CL” b/l C// 1

Doua plane (neparalele) 7 si 7' se intersecteaza dupa o dreapta d . Fie (7) : le + my +nz+p = 0 si
(") : 'z +m'y + n'z + p' = 0 ecuatiile celor doud plane, cu vectorii normali n = (I,m,n) si @’ = (', m/,n’).
Presupunerea ci planele 7 si 7' nu sunt paralele este echivalenta cu oricare din conditiile:

e vectorii 72 si 7/ nu sunt coliniari;

I m n
® rang U m' n =2

In conditiile considerate, se obtin ecuatiile dreptei de intersectie:

(d) - lx+my+nz+p=0
N Vz+my+nz+p =0

S& remarcam ca un vector director al dreptei d este vectorul a = n x 7'.
Ecuatia unui plan 7" care contine dreapta d este:

(") s a(le + my +nz+p)+ 'z +m'y +n'2+p') =0, (8)

numité ecuatia fasciculului de plane care contine dreapta d. intr—adevér, daca 7" este un plan care contine dreapta
d, cu vectorul director @ = 7 x 7/, vectorul sau normal 7"’ = (I”,m”,n") este perpendicular pe vectorul a, la fel ca
vectorii n = (I,m,n) sin’ = (I',m/,n). Rezulta ca n, 7' sin” € (L({a}))* ((£L({a}))* are dimensiunea 2); deoarece
vectorii 71 §i 7/ sunt necoliniari, ei formeaza o baza in acest subspatiu, deci (3)«, 5 € IR astfel incat n” = an + Gn/.
Rezulta ca l” = al+ B, m" = am+ pm’ sin” = an+ pn’. Fie A(a,b,c) € d. Au loc relatiile I(z — a) + m(y — b)+
+n(z —c¢) =0, de unde p = —la — mb — nc; analog p' = —l'a — m'b —nc gi p” = —1"a — m"b—n"c. Deci are loc si
p’ = ap+ Bp’, de unde rezulta ecuatia (8).
Distanta de la un punct A(a,b, c) la un plan de ecuatie (7) : lx + my + nz + p = 0 este data de

_ |la+mb+ nc+ pl
VE+m? +n?

(formula (5)). Un alt mod de a deduce aceasta formula este acela de a determina mai intai proiectia punctului A
pe planul 7, punctul A" = pr;A. Ecuatiile parametrice ale dreptei d’ care contine pe A si are ca vector director
vectorul n = lé; + més + nes = (I, m,n) sunt:

d(A, )

z=Ilt+a
y=mt+b
z=nt+c

Punctul A'(a/,V/, ) se gaseste la intersectia dreptei d’ i a planului 7, deci o’ = ltg + a, b’ = mtg + b, ¢ = ntg + ¢,

—la—mb—nc—p o

|l Z}Q+m2+|n2 . Rezulta d(A, ) = |AA'| =
+mb+nc+p

— a—al2+b—b/2+c—cl2:t l2—|—m2—|—n2== a .

Via=a) + b=+ (=) =t ———

unde [(ltg + a) + m(mty + b) + n(nto+ +c) + p = 0, de unde ¢ty =
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Perpendiculara comund d’ a doud drepte date se obtine ca dreapta de intersectie a doua plane (propozitia 4):

(d/)‘ C_LlX(C_LlXC_lQ)-(f—fA)ZO
| a2 x (a1 xag)- (r—7p)=0
Astfel, dacd dy contine punctul A(a,b,c) si are vectorul director a;, iar dy contine punctul B(d/,¥,c) si are
vectorul director dg, atunci 1y = = a1 x (@1 x az) = (a1 - az)a; — (@3)az = (ni,n2,n3), Ny = as x (a1 X ag) =
= (a2)a; — (a1 - az)az = (nd,n3,n3) si ecuatiile anterioare se scriu:

n [ ni(@—a)+nily—>b)+ni(z—c)=0
CARR [ B e

Vom studia in continuare izometriile spatiului euclidian £s. Fie (O, B) un reper al spatiului euclidian &s.

Orice izometrie a lui &3 care pastreaza orientarea se poate descompune sub forma (7), folosind unghiurile lui
Euler. Aceasta aratid ca izometriile lui &3 care pastreaza orientarea se pot descrie de cei trei parametri, ceea ce
realizeazi o bijectie intre izometriile lui £3 care pistreazi orientarea si punctele sferei S3 C Ej, centrata in origine
si de raza 1. In continuare vom studia forma canonici a unei izometrii, adicd vom gasi un reper in care izometria
sa aiba o forma cat mai simpla.

1)1

Fie v € E3 un vector, iar [v]p = v? |. Translatia de vector ¥ a spatiului euclidian & este transformarea
3
v

t; : E3 — &3 de forma t5(A) = A’, unde AA’ = v. Ecuatiile translatiei ¢; sunt:

¥ =x+0v!
y =y+ov . 4y
2 =z+03

Sa remarcam ca aplicatia liniara indusa pe 3 este 1g,, adica identitatea lui Fs.

Fie O'(a,b,c) € £ un punct. Simetria centrald (cu centrul in O') este transformarea t; : & — &3, unde
so(A) = A’ fiind unicul punct pentru care O este mijlocul segmentului [AA’], adica A" = 20’ — A. Folosind
coordonate, ecuatiile simetriei so/ sunt:

¥ =-x+2a
Yy =—-y+2b . (II)
2 =—z+42c

Sa remarcam ca aplicatia liniara indusa pe E3 este —1p,.

Propozitia 15 Fie f : &3 — &3 o izometrie. Dacd f nu este translatie (f # 1g,) sau simetrie centrald (f # —1g,),
atunci existd un reper ortonormat (O',B') in care f este datd prin:

/

Tr =-—x
y=y+b (IIT)
Z=z4c

(translatie paraleld cu planul yOz compusd cu o simetrie fata de acelagi plan);

r=x+a
y=-y (IV)
2 =—z

(translatie in lungul axei x'z compusd cu o simetrie fatd de aceasi axd);

' =—x

y =ycosa—zsina ,a € (0,2m) (V)

2 =ysina+ zcosa

(simetrie fatd de planul yOz compusd cu o cu o rotatie in jurul azei z'x);

¥=z+a

Yy =ycosa—zsina ,a € (0,27) (VI)
2 =ysina+ zcosa

(translatie in lungul axei 'z compusd cu o rotatie in jurul aceleiasi aze).
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3 Planul euclidian bidimensional canonic

Din considerente analoge, planul euclidian P este un spatiu punctual euclidian izomorf cu spatiul punctual
euclidian canonic pe £. Daca se considera O, E1, Ey € P astfel incat OF; L OF5 si lungimea segmentelor [OFE) |
si [OEs] este 1, atunci (V)A € P, avem OA = a- OF; + b - OE», iar izomorfismul ® : P — & se defineste prin
®(0A) = (a,b).

In planul punctual euclidian & se poate considera reperul canonic (O, Bean), unde O este originea (0,0), iar
Bean = {€1,62}, €1 = (1,0), é2 = (0,1). Reperul canonic definegte orientarea directd a planului punctual euclidian
&;. Un reper euclidian in & este un dublet (O, B), unde B = {01,702} C FE; este o baza ortonormata si O' € &s.
Deoarece un vector unitar i € Fy are forma i = (cos ¢, sin @), iar un vector 7/ L 7 are forma +(— sin p, cos ),
rezulta ca vectorii v gi v pot fi:

01 = (cos g, sinp), U2 = (—sinp, cos ), daca (O, B') este pozitiv orientata, pentru ca (s:?nsgf _CZISHS;O ' =1;
71 = (cos g, sinp), U2 = (sinp, — cos ), daca (O, B') este negativ orientata, pentru ca (S:lOI?:j _81(:1(1);,090 ' =—1.
¥
0
3

De exemplu, reperul ((2,1), {(T,—;),(

0| € x o] E X
((1,-1), {(\2[ *f),(—‘g \g)}) este invers orientat. 1

Rezulta ca o schimbare de reper ortpnormat in & este determinata dp trei parametri (doi de la schimbarea
originii si unul de la schimbarea bazei).
Ecuatia dreptei determinate de un punct A(a,b) si vectorul director v = (p, q) este:

at, iar reperul

r—a y-—o>b
(d) : = )
p q
sau
z y 1
a b 1|=0
p q 0
Ecuatia dreptei determinate de punctele A(a,b) si B(c,d) este:
r—a y—2>b
d) : =<
(d) c—a d-0
sau
z y 1
a b 1|=0.
c d 1

~—

Ecuatia dreptei determinate de un punct A(a,b) si vectorul normal 7 = (I, m) este:

(d): l(x —a)+m(y—b) =0.

4 4

! A A S
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Orientarea unei drepte este data fie prin fixarea unui vector director v al dreptei, fie prin fixarea unui vector
normal 7 al dreptei. Daca vectorul normal 7 este dat, exista un singur vector director unitar v astfel incat reperul
{v,n} este direct orientat. Mdasura unghiului a doua drepte d; si da orientate de vectorii directori (nenuli) a; i as

o . . . _ L .o < ai,ag >
este masura unghiului vectorilor a; si as, adica este « € [0, 7] dat de cosa = ﬁ €[-1,1].
ai| |a2

In cele ce urmeaza vom studia izometriile spatiului euclidian &. Am vazut (propozitia 8) ca o izometrie
f: & — &9 este o aplicatie afind. Mai mult, este un izomorfism afin. Daca (O, B) este un reper ortonormat, atunci
aplicatia liniard f : Fs — FEs indusi intre spatiile vectoriale euclidiene directoare este o izometrie, prin urmare

matricea [f|g este o ortogonala, avand una din formele:

1. | f] B = ( cF)sa e >, cand det f = 1, caz in care izometria f se numeste de speta intdi (sau deplasare)
sina  cosa
sau
= cosa  sina R = N . .
2. [fls = < sino — cosa >, cand det f = —1, caz in care izometria f se numeste de speta a doua (sau
antideplasare).

Propozitia 16 Fie o izometrie f : Eo — &s.
1. Daca f este o izometrie de speta intai, atunci:

(a) dacd f nu are puncte five, atunci f este o translatie: f = 1g, si in orice reper ortonormat (O',B =
{e\,ey}), | este data prin
¥= z+a
, 9
{vZ o )
unde U = a€) + bé,, este vectorul translatiei;

(b) dacd f are puncte fize, atunci are un singur punct fiz O, fiind o rotatie cu centrul in O’ si in orice reper
ortonormat (O',B'), cu centrul in O, f este datd prin

{ ' = zcosa—ysina

P (10)
Y = xsina+ ycosao

unde o € [0,27) este unghiul de rotatie.

2. Daca f este o izometrie de speta a doua, atunci exista un reper ortonormat (O', B = {€},€,}), in care f este
data prin
= -z
11
{52 5, )

adica f este o simetrie (fata de dreapta care trece prin O’ gi are v, ca vector director), compusd cu o translatie
(de vector bi)).

Sa remarcam ca o izometrie de speta a doua datad prin (11) are puncte fixe daca gi numai daca b = 0, caz in
care orice punct al axei de simetrie este punct fix (deci exista o infinitate de puncte fixe).

4 Hipersuprafete de ordinul al doilea in spatii euclidiene reale

4.1 Hipercuadrice

Fie £ un spatiu vectorial euclidian real de dimensiune n, cu spatiul vectorial director V' si (O;B) un reper
euclidian.

Multimea H a punctelor M (x!,... 2™) ale ciror coordonate verifici o ecuatie de tipul
n n
(H) : Z ajx'z! + 2 Z bixz' +c=0, (12)
ij=1 i=1
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unde a;; = aji, b;, ¢ € R, (V)i, j = 1,n, se numeste hiprcuadricd in €. In cele ce urmeazi vom considera doar cazul
H 75 (J (cu excep‘gla situatiei cand vom face clasificarea hipercuadricelor). Notam membrul stang al ecuatiei (12)
Z ai;T ) Z bt +c= F(a!,... 2"). Ceficientii polinomiali ai lui F' se numesc coeficientii hipercuadricei.

,j=1
In cazul n = 2 hipercuadricele sunt curbe si se numesc conice, iar in cazul n = 3 hipercuadricele sunt suprafete

si se numesc cuadrice.
bl
Ecuatia (12) se poate scrie matricial in doud moduri. Daca se noteazd A = (aij); ;17 € Mn(IR), b = : €
bn
2
Mpi(R), X = : € My, 1(IR), atunci ecuatia (12) devine:
l,n

(H): X" A- X +2X" - b+c=0,

oo (1)-(4 £)-(1)

Fie (O;B) si (0'; B') doua repere euclidiene si fie < ](j 11) > matricea schimbarii de coordonate. Avem:

X\ (P op X'
(7)-(0 DY) )
Beuatia (14) dovi X\ /(P p\[AD P p
cuatia evine 1 0 1 B . 0 1
AV P p YA b P p
Coy e)=(0 1) ()0 h) 1o
l ! t t t
adica ( A b ) = < PrAP PiAp+ P'b ) De aici rezulta urmatoarele reguli de schimbare a

(b’)t c p!AP +b'P  ptAp + 2p'b + ¢
coeficientilor hipercuadricei:
A = P'AP, (17)
b = P'Ap+ P'b,
d =p'Ap+2p'b + c.

;4 b > Avem A’ = P'AP, deci §' = det A’ = det(P'AP) =

Se noteaza § = det A si A = det < .

(det Pt)(det A)(det P) = (det A)(det P)? = = §(det P)?, deci
§' = §(det P)>.

Analog, avem A’ = det <

t
_ P p A b
_det<<o 1) (bt c)
_ P p b
det(O 1

(a(

'—‘@\_/
(oW
)
-+
N
< e
o
- ~—  —
o
@
[l
I /\
—_ 3
|
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Dar daca schimbarile de reper sunt ortogonale, avem (det P)? = 1, deoarece P'P = I,,. Rezulta ca

§y =6si A=A,

PRI

atunci 6’ = (—1)" si A’ = (—=1)"** A, deci semnul lui § sau A se poate schimba, dar faptul ci § sau A sunt sau nu
sunt nule, nu depinde de ecuatia considerata sau de reperul ortonormat ales. Anularea lui 6 sau A este importanta
pentru ca ofera informatii privitoare la hipercuadrica. Astfel, dacd § # 0, hipercuadrica are centru unic, iar daca
6 = 0, hipercuadrica nu are centru unic; daca A # 0, hipercuadrica este nedegeneratd, iar dacd § = 0, hipercuadrica
este degeneratad.

Daca A € M,,(IR) atunci:

deci numerele § si A nu depind de reperul ortonormat ales. Daca ecuatia hipercuadricei se scrie —F (z! ,x) =0,

e valorile proprii A1, ..., A, ale matricii A sunt radécinile ecuatiei det(A — \I,) = 0;

e un vector propriu al matricii A este o matrice X € M,, 1(IR) pentru care exista o valoare (proprie) A € IR
astfel incat AX = \X.

Daca V este spatiu vectorial euclidian, B C V este o baza ortonormata si A € M,,(IR) este o matrice simetrica
asociata unei forme biliniare pe V, atunci se pot considera

e un endomorfism simetric f : V' — V, care in baza B are matricea [f]g = A si

e o forma biliniara simetrica b: V x V — IR, care in baza B are matricea [b]p = A.

Daca B’ este o alta bazd ortonormata, atunci matricea de trecere P = [B, B] este o matrice ortogonala (adica
P! = P'). Rezultd ci [f]g = P"1AP = P'AP = [b]p, deci endomorfismul simetric f si forma biliniara simetrica
b au aceeasi matrice in orice baza ortonormata. Deoarece toate valorile proprii ale endomorfismului f sunt reale si
vectorii proprii corespunzatori pot forma o baza a lui B in care matricea endomorfismului f este diagonala, rezulta
ca aceleagi proprietati le are gi forma biliniara simetrica asociata. Rezulta ca pentru o forma biliniara simetrica:

e valorile proprii ale matricii simetrice asociate sunt toate reale si

e exista o baza ortogonala a spatiului euclidian V' in care matricea asociata este diagonala.

Vectorii proprii ai matricii A sunt numiti directii principale ale hipercuadricei H.
Vom studia in continuare intersectia unei hipercuadrice cu o dreapta.

Fie Po(x(l), ...,x3) € & si vectorul vy astfel ca [vg]g = V. Fie X = Xy + tVj ecuatia parametrica a dreptei d
z! ) vl
care contine punctul Py si are ca vector director vectorul vy # 0; X = , Xo = : , Vo = :
z" x "
Intersectia dreptei d cu hipercuadrica, tinand seama de ecuatia (14), conduce la
t
Xo+tWy A b Xo+tWo \ )
< 1 >‘<bt c)( 1 =0, sau:
Xo\' (AN (X (XY (Ab) (W),
1 b ¢ 1 1 bt ¢ 0
t t
Vo A b Xo 2 ( Vo A b Voo g o
+t<0) <btc><1>+t 1 A0 (%) =0 s
XEAXo 4 26" X + ¢ + 26(XEAVy + b'Vp) + t2VEAV = 0. (18)
Vectorii 09, cu [vo]g = Vb, pentru care ViAVy = 0 definesc directiile asimptotice ale hipercuadricei. Daca
v = (vl,...,v") € V defineste o directie asimptotici, atunci spunem ci hiperplanul dat prin
OF oF
1 n
el Z -0
Y 9zl et oxn

este conjugat cu directia asimptotica v.
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Daca punctul Py apartine hipercuadricei (X§AXo+2b' Xo+c = 0), atunci dreapta d este tangentd hipercuadricei
daca ecuatia de gradul doi in t (18) are radicinile t; = to = 0, adici X{AVp + b'Vy = 0. Fie P(z!,...,2")

$1

un punct oarecare al unei drepte tangente, corespunzator lui X = : = Xo + tVy. Atunci din relatia

:L,TL

XEAXy + 26 Xy + ¢ = 0 adunata cu relatia X[ AV + b'Vy = 0 inmultita cu ¢, rezultd
XEA(Xo + tVp) + b4 (2Xo + tVp) + ¢ = 0, sau

XEAX +01(Xo+ X) +¢c=0,

sau:

n n

(Ho) : Zaiiaziﬂzé + Z aij(z'z) + 2T zh) + Zbl(xl +2b) +c=0.

i=1 1<i<j<n i=1
Punctul Py € H fiind dat, ecuatia de mai sus reprezinta ecuatia unui hiperplan care contine pe Py, numit hiperplan
tangent la hipercuadrica in Py. Ecuatia sa se obtine prin dedublarea ecuatiei hipercuadricei. Hiperplanul tangent
intr-un punct la o hipercuadrica este format agadar din reunirea tuturor dreptelor tangente la hipercuadrica, care
trec prin acel punct.

Un punct Py se spune ci este centru de simetrie al hipercuadricei daca existd doua puncte A1, Ay € H astfel

incat Py este mijlocul segmentului [A; As].

Propozitia 17 Fie H o hipercuadrica a carei ecuatie este (13).
Un punct Py este centru al hipercuadricei dacd si numai dacd coordonatele sale verifica sistemul de ecuatii liniare

AXo+b=0,. (19)

Coordonatele centrului de simetrie se obtin agadar din sistemul:

Zai]‘l‘j—i-bi:o,i:l,n@ (20)

j=1
(2. 2" =0,i=1 21
Qo) =0i=lne (21)
AX +b=0,. (22)

Hipercuadricele pentru care § = det A # 0 au agadar un centru unic, existenta centrului nedepinzand de sistemul
de coordonate ales.

Hipercuadricele pentru care § = det A = 0 nu au centru unic; pot exista o infinitate de centre (daca sistemul de
ecuatii (19) este compatibil) sau nu exista nici un centru (daca sistemul de ecuatii (19) este incompatibil).

Propozitia 18 Ezistd un reper ortonormat (O'; B'), unde baza B C V este formatd din vectori care dau directii
principale, corespunzdtoare valorilor proprii A1, ..., A\, ale matricii A, astfel cd ecuatia hipercuadricei H are una
din formele:

LM+ A )+ =0;
2 M ()P H A () 20y T =0, unde Ay - A £ 0 5i b A0,

Observatii.

1. In cazul cand hipercuadrica are un centru, se poate lua O’ acel centru si termenii de gradul intai nu mai apar

in forma canonica. Daca cel putin o valoare proprie \;, = 0 si bgo # 0, atunci hipercuadrica nu are nici un centru
si termenul liber nu apare in forma canonica.
A
bt
sunt aceeasi in orice reper ortonormat. Din formele canonice de mai sus, rezulta ci intre 7 si 7’ pot exista numai
urmatoarele relatii: r =7/, ' =r 4+ 1saur' =r + 2.

3. Sa consideram subspatiul afin al lui £ care trece prin O’ si are ca subspatiu director subspatiul vectorial al
lui V' generat de vectorii:

2. Am vazut (propozitia 20) ca rangurile r = rang A si v’ = rang < c > sunt invarianti izometrici, adica
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{v},...,7.}, daci ecuatia hipercuadricii poate avea forma 1. din propozitia 18 (avem ¢ =0 < ' =rsid #0 <
r=r+1);
{v1,...,9,,1}, daca ecuatia hipercuadricii poate avea forma 2. din propozitia 18 < ' =r + 2.

Prin restrictie la acest subspatiu afin, hipercuadrica defineste o noua hipercuadrica. Dimensiunea p a acestui
subspatiu (p = n —r, daca are loc forma 1., sau p = n —r — 1, daca are loc forma 2. pentru ecuatia hipercuadricii),
se mai numeste indicele cilindric al hipercuadricei H. Prin urmare are loc urmatorul rezultat.

Propozitia 19 Daca p este indicele cilindric al unei hipercuadrice H, atunci exista doud subspatii afine &y, 50L Cé€,
cu subspatiile directoare ortogonale si complementare de dimensiuni p §i respectiv n — p, astfel ca restrictia lui H la
&o este o hipercuadricd My, iar restrictia lui H la & este sau multimea vidd (dacd Ho = () sau intreg & (dacd

Ho # D)

De exemplu, in €3, pentru hipercuadricele (Hy) : (z1)? + (22)? +1=0si (Hz2) : (z!)? + (2%)? — 1 = 0 se poate
2
lua (&) :2® =03i () :at =22 = - Restrictiile lui H; la & si £ sunt multimea vida; restrictia lui Ha la &

este un cerc, iar restrictia la 50L este EOL.

Sa notam ca pentru o hipercuadrica nevida nedegenerata (A # 0), sau degenerata si cu centru unic (A = 0,
0 #0), & este un punct.

O marime sau o proprietate se numeste invariant euclidian al hipercuadricei date H daca marimea sau propri-
etatea nu depinde de reperul considerat. De exemplu, marimile § gi A sunt invarianti euclidieni.

Anumite marimi sau proprietati ale hipercuadricei sunt invariate numai de anumite schimbari de repere eucli-
diene; acestea se numesc seminvarianti euclidieni. De exemplu, la o schimbare de reper (O;B) — (O;B') (numita
schimbare de reper centroafina, sau central afina), termenul liber din ecuatia hipercuadricei nu se schimba, prin

n
urmare termenul liber este un semiinvariant euclidian (la schimbarile de reper centroafine). La fel, >  a;;z'z? din
5,j=1
ecuatia hipercuadricei raméane neschimbata la o schimbare de reper de forma (O;B) — (O’; B), numita translatie
de reper. Cum orice reper afin (euclidian) se poate obtine printr-o schimbare centroafina de reper, urmata de o
translatie de reper, rezulta ca semiinvariantii euclidieni comuni acestor doua tipuri de schimbari de reper sunt
invariantii euclidieni.
n
Observatie. Suma ) a;jz'2’ din ecuatia hipercuadricei (12) defineste o forma biliniara pe spatiul vectorial
ij=1

director, pe care o notam by (vezi (17)). Daca ecuatia F(z?,...,2") = 0 se inlocuieste cu ecuatia —F(z!, ..., z") =
0, atunci forma biliniara by, se inlocuieste cu forma biliniara —by. Deducem astfel ca forma biliniara by este
determinata de hipercuadrica, abstractie facand de semn.

Propozitia 20 Ezistd urmdatorii invarianti euclidieni pentru o hipercuadrica data H de ecuatie (12):

rzrangA;sir’zrang(ﬁ b);

C

e indexul negativ si indexul pozitiv al formei biliniare simetrice by, asociate cuadricei H;

e siA;

e walorile proprii A1, ..., A, ale matricii A, adica radacinile ecuatiei caracteristice det(A—M\I,,) = 0 (si, implicit,
coeficientii polinomului caracteristic det(A — M) = 6 — 61\ + oA% — -+ 4+ (=1)" 15, A\ p +(=1)"\");

o subspatiile proprii Vy,, i = 1,n, corespunzatoare valorilor proprii ale matricii A.
Observatie. Nu toti invariantii din enuntul propozitiei (20) sunt independenti unul de celalalt. De exemplu,
numarul valorilor proprii pozitive (negative, nenule) ale matricii A este egal cu indexul pozitiv (indexul negativ,

respectiv rangul) formei biliniare.

Propozitia 21 Pentru o hipercuadrica H, de ecuatie (14), intr-un reper ortonormat (O; B):
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A-X, b

o coeficientii polinomului Q(\) = det < Bt .

) sunt semiinvarianti euclidieni relativ la schimbarile cen-
troafine de reper;

e coeficientii formei patratice by ([bly = A) sunt semiinvarianti euclidieni relativ la translatiile de reper;

o termenul liber al polinomului Q(\) = Ag — AX + A2 — -« + (=1)"\" este Ag = A si este un invariant
euclidian;

e daca Ag=A1=---=A,__1=0,7r >0, atunci A,_, si indicele cilindric al hipercuadricei sunt invarianti
euclidiens.

Se pot determina formele canonice ale ecuatiei unei hipercuadrice, folosind invariantii euclidieni.

Propozitia 22 Pentru o hipercuadrica H data prin (14), exista un reper (O'; B') in care ecuatia hipercuadricei
are una din formele:

1My + -+ A7)+ ?n_r = 0, dacd indicele cilindric este n —r (Ag = Ay = -+ = Ap_p1 =0 si
dop=01 =" =0p_p_1= 0,%7:4 #0);

2. M)A+ N )+ 2,/?3;”1 = 0, dacd indicele cilindric este n —r —1 (Ag = A = -+ =
Anro=0, Ay r 1 £0 8080 =01 = =0y r 1 =0, 5p_r £0).

4.2 Conice

Fie £ un spatiu punctual euclidian (real) de dimensiune doi. Hipercuadricele spatiului £ se numesc conice.
Fie (O; B = {é1,e2}) un reper euclidian in €.
O conica T' este, agadar, multimea punctelor M(x,y) € &, ale caror coordonate verifica ecuatia:

(D) : F(x,y) = anz® + 2a102y + azy® + 2b1z + bay + ¢ = 0, (23)

unde a11, a2, a2, b1, ba, ¢ € IR.
Ecuatia (23) se scrie matricial sub una din formele:

(o m(gg Z;Z)(‘;)m(x y><§g>+c:o,

sau
aj; ajp by T
( Ty 1 ) aio a2 b2 Y =0.
b1 b2 & 1

Propozitia 23 Pentru conica T definita de ecuatia (23), exista urmatorii invarianti euclidiensi:

ailr a2 by

_ ail a2 S .
® r =rang st =rang az1 a2 b )
a2 a2 b b
1 2 C
o indexul negativ si indexul pozitiv al formei biliniare simetrice br asociate;
4 ars ai; a2z b
°j= si A=|az ax by |;
a2 a2
b1 b2 &
. g o a1 a
e \i, \o (valorile proprii ale matricii A = 1 e );
azr  G22
e directiile definite de vectorii proprii ai matricii A, dacd A1 # Aa.
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Propozitia 24 O conica T’ data de ecuatia (23) are urmatorii semiinvarianti euclidieni:

ajp — A a2 b
e coeficientii polinomului Q(\) = a1 as — X\ by | ==X — KX+ A sunt invariati de schimbarile
b1 bg C
centoafine de reper;

e matricea A este invariatd de translatiile de reper;
Pentru conicele degenerate (A =0), K este un invariant euclidian.

Vom prezenta in continuare aducerea la forma canonica a ecuatiei unei conice.
Fie conica (T) : F(z,y) = a112? + 2a102y + agy? + 2b1z + 2byy + ¢ = 0. Forma piatratica asociati conicei este

. , ) a1 a2 €z
V) = a112” + 2a122y + a =7z 7
p() 11 122Y 22Y ( y)<a12 a22><y>

unde v = zé; + yeég, iar B = {€1,e2} C V este o baza ortonormata. Avem [p|p = ( le 212 ) = A.
12 22

Conica este de tip eliptic, parabolic ori hiperbolic, dupa cum § > 0, 6 = 0, ori § < 0, unde = det A.

Ecuatia caracteristica este det(A — Alp) = P (a11+a22)\+6 = 0, care are radacinile A\; si Ay (valorile proprii),
intotdeauna reale. Avem 6 = A\ \s.

Fie 07 si U9 versorii proprii corespunzatori valorilor proprii A1, respectiv Ay. Daca A\ # Ao, atunci 77 L y; daca
A1 = Mg, atunci v; si U9 se pot alege perpendiculari in subspatiul propriu corespunzator. Sistemele din care rezulta
coordonatele vectorilor proprii 71 si v2 sunt de forma:

(a11 — )\j)O[ 4+ a8 =0
a0 + (a22 — )\j)ﬁ =0 ,
a? +ﬁ2 -1

j =1,2. Daca (a1, 3;) si (a2, 35) sunt solutiile celor doud sisteme, vectorii proprii sunt 7; = ajé; + Bjéa, j = 1,2.
Fie schimbarea de reper

(O;B ={eéy,ex}) — (O; B = {v1,02}). Avem [B,B'] = < gl gQ > = P, care este matrice ortogonala. Din relatia
1 P2

/

( "; > = < gl 22 ) < i, ), deducem ca x = ayx’ + agy’ si y = B2’ + By, Prin inlocuirea in expresia formei
1 Po

patratice p, se obtine aj1z? + 2a127y + agy? = M (2')? + X2 (y)?, deci:

F(x,y) = an2® + 2a122y + a2y® + 2b1x + 2boy + ¢ =

=M (2)2 + Xo(y))? + 26\ 2" + 265y + ¢ = Fi (', o).
-Daca A\ Ao # 0, atunci:
Fi(2',y) =M\ (a:' + a’)2 + Ao (y/ + b/)2 +c.
Fie schimbarea de coordonate data prin z”/ = 2/ + d/, ¥ = 9/ + V', care provine dintr-o translatie de reper. Noul
reper are originea in punctul O'(—a’, —b’) (considerat in reperul (O;B’)). Rezulta ca in reperul (O’; B') ecuatia

conicei este:
Fg(x",y”) = /\1(.%'//)2 + /\2(?//)2 + C/ = 0.

-Dacd A1 # 0, A2 = 0 i b, # 0, avem
Fi(a,y) = A (2 + ") + 205 (4 + 1) .

Fie schimbarea de coordonate data prin z”/ = 2’ + a”, vy = 3y + 1", care provine dintr-o translatie de reper. Noul
reper are originea in punctul O'(—a”, —b") (considerat in reperul (O;B’)). Rezultd ca in reperul (O’; B') ecuatia
conicei este:

}712(:17//7 y//) = )\1($//)2 + 2b/2y// — 0'
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-Daci A1 # 0, A2 = 0 51 b, = 0, avem
Fi(@y) =X (' + a”’)Q +.

Fie schimbarea de coordonate data prin 2" = 2/ + o’

43

, 4" =1/, care provine dintr-o translatie de reper. Noul reper

are originea in punctul O’(—a”,0) (considerat in reperul (O;B’)). Rezulta ca in reperul (O’; B') ecuatia conicei

este:
F2($//,y”) = )\1(.’13//)2 4 C// — 0

Urmatorul tabel sistematizeaza formele canonice ale conicelor.

Ecuatie (T') : Denumire Centru Sen.aun—. Figura
Degen varianti
1 22 4 yig —1=0 Elipsa Da AN <0 €
a? = b2 B reald Nu i=1,2
2 2 Y
x Y _ Elipsa - AN, >0
2 2t b2 +1=0 imaginara Nu 1=1,2 @
3| TV Hiperboli Da 0<0 >
a?  b? B P Nu A#0
2 N
z y Da 0= ©
4 ol 2y = Parabola Nu A£0
. 22 N ny 0 Punct Nu 5> 0’ .
az b2 dublu Nu A=0 '
2 2
6 =Y, Drepte Nu 4 <0,
a2 b concurente Nu A=0
A =
2
T Drept -
’ 2 1= inllrzpiri:are Da 0=0 @
¢ & K>0
=0 | e »
z? Drepte Da A ‘ }
8 a? 1=0 aralele Da 0=
¢ P K <0
a? Drepte Da A= T
) a2 0 confundate Da 0=
¢ K=0

4.3 Cuadrice

Fie £ un spatiu punctual euclidian (real) de dimensiune trei. Hipercuadricele spatiului £ se numesc cuadrice.

Fie (O; B = {é1,é2,e3}) un reper euclidian in &.

O cuadrica T' este, agadar, multimea punctelor M(z,y, z) € £, ale caror coordonate verifica ecuatia:

() : F(z,y,2) = apx® + a22y2 + ass3z? + 2a12xy + 2a93y2z + 2a13T2+

+2b1x + 2boy + 2b3z + ¢ = 0,

unde aii, a22, azz, @12, a23, 413, b17 b27 b37 ce R.
Ecuatia (24) se scrie matricial sub una din formele:

a1 a2 a3 T b1
(:17 y z) a12 Q92 Q93 Y —1-2(:1: Y z) ba | +c=0,
ai3 a3 a33 z b3

(24)
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sau
a1 a2 a1z by T
a2 az a3 by
( z y 1 ) 3 Yy =0
a13 a3 azz bz z
b1 b2 b3 C 1

Demonstratiile urmatoarelor doua propozitii sunt analoage cu cele din cazul conicelor.

Propozitia 25 Pentru cuadrica T' definitd de ecuatia (24), existd urmdatorii invarianti euclidieni:

ailr a2 a1z b
ailr a2 a3 b
B o aiz aze a by |
® T =Trang aijo2 a2 a3 gt 1T =Trang 5
413 vy 33 ai3 a asz by
by by b3 ¢
e indexul negativ si indexul pozitiv al formet biliniare simetrice by asociate;
ain a2 a1z by
ail a2 a13 b
§— A | @12 G2 G2 02
® 0=| a12 G22 G23 | §1 A= ba |7
413 a3 @33 aiz a3 aszz 03
b1 bg b3 C
a1 a2 a13
e \i, A2, A3 (valorile proprii ale matricii A= | a2 ag a3 |);
a3 a23 as3
e subspatiile proprii corespunzdtoare valorilor proprii ale matricii A, care sunt perpendiculare doud cate doud.

Propozitia 26 Pentru cuadrica T' definita de ecuatia (24), existd urmdtorii semiinvarianti euclidieni:

all — A ai12 ais bl
. .. . . - A b
° C()e‘ﬁclentzz pOl’LTLOmUZUZ Q()\): 212 a?z . a23 )\ b2 —
13 23 33 — 3
b1 b2 bs ¢

= X3 — LA%2 + KX\ — A sunt invariati de schimbdarile centroafine de reper;

e matricea A este invariatd de translatiile de reper.

Pentru cuadricele degenerate (A =0), K este un invariant euclidian.
Daca A = K =0, atunci L este, de asemenea, un invariant euclidian.

Vom prezenta In continuare aducerea la forma canonica a ecuatiei unei cuadrice.

Fie cuadrica (I') : F(z,y, 2) = a110? + a2y? + az32? + 2a100y + 2a03y2+ +2a1302+ 2012 + 2boy + 2b3z + ¢ = 0.
Forma patratica asociata cuadricei este

p(v) = a1z’ + a22y2 + agsz? + 2a191y + 2a93y2 + 2a1312 =
a1l a2 ais x
:(myz) a2 a2 a23 Yyl
a1z az3 as3 z
ail aiz2 ai3
unde U = x€; + yéa + zé3, iar B = {€1,€2,e3} C V este o baza ortonormata. Avem [p|g = | a2 a2 a3 | = A.
a3 a3 as3
Ecuatia caracteristica este det(A — \I3) = —X3 4 0902 — 51\ 4+ 8§ = 0, care are radacinile A1, A2 si A3 (valorile
i n asx «a all a a a )
proprii), intotdeauna reale. Avem ds = a11+age+ass, 61 = 22 723 R T sid = det A,
a23 as3 a13 ass a12 a2

unde d = AjA2A3, 01 = At Ao + AaA3 + A3 si 02 = A1 + Ao + As.
Fie v, v9 si U3 versorii proprii corespunzatori valorilor proprii A1, Ag, respectiv A3. Daca A1, Ay si A3 sunt diferiti
doi cate doi, atunci versorii sunt perpendiculari doi cate doi; daca valorile proprii nu sunt diferite, atunci versorii
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corespunzatori aceleeagi valori proprii se pot alege perpendiculari in subspatiul propriu corespunzator. Sistemele
din care rezulta coordonatele vectorilor proprii v1, v2 i v3 sunt de forma:

(a11 — Aj)a +af +aizy =0
aipoc+ (a2 — Aj)B+asy =0
aiza + a3 + (a33 — )\j)'y =0

a? + 3% + 42 =1
j = 1,3. Daci (aj, Bj,'yj), j = 1,3, sunt solutiile celor trei sisteme, vectorii proprii sunt v, = a;é; + Bje2 +
v;€3, j = 1,3. Fie schimbarea de reper (O;B = {eé1,é2,€3}) — (O;B" = {v1,02,03}). Avem [B,B'] = = P
a1 G2 Q3
=| By By B3 |, care este matrice ortogonala. Din relatia
Y1 Y2 V3
T a1 as ag x’
y | =\ 81 By B Yy |, deducem ca z = a12’ + agy + asy, y = 512" + Boy + 337" si 2 = 2 +
z Y1 Y2 U3 2

~

Yoy + 73z’. Prin inlocuirea in expresia formei patratice p, se obtine ar? + a22y2 + azzz? + 2a102y + 2a23yz+
+2a1312 = A1 ()% + Aa(y')? + A3(2')?, deci:

Fi(z' ', 2) = M(a)? + Aa(y)? 4+ A3(2))? + 262’ + 205y  + 2052 + ¢ = 0.
-Daca A Aa)\g # 0, atunci:
Fiay,2) =X\ (:c' + a/)2 + Xy (y’ + b/)2 + Xy (z’ + c’)2 +d.

Fie schimbarea de coordonate datd prin 2" = 2’ +d/, v/ =y + V', 2"’ = 2/ + ¢, care provine dintr-o translatie de
reper. Noul reper are originea in punctul O'(—d’, —b', —¢’) (considerat in reperul (O;B’)). Rezulta ca in reperul
(0'; B') ecuatia cuadricei este:

Fg(x”,y”,z”) = )\1($”>2 4 /\2(y//>2 + /\3(2//)2 + d/ = 0.
-Dacd A1 #0, A2 # 0, A3 = 0 si by # 0, atunci:
P2y, 2) =M (2 + a")2 + X2 (¥ + b”)2 + 205 (2' + ") .

Fie schimbarea de coordonate data prin z”/ = 2/ +a”, v =o' + V", 2" = 2/ + ¢, care provine dintr-o translatie de
reper. Noul reper are originea in punctul O'(—a”, —b", —¢”) (considerat in reperul (O;B’)). Rezultd ca in reperul
(0'; B') ecuatia cuadricei este:

F :1:// " Z// = )\ x// 2 + )\ 11\2 _|__ 2b/ Z// — 0
2( Y, 1 2\Y 3
-Dacd A1 #0, A2 # 0, A3 = 0 si b5 = 0, atunci:
F1($/7yl7zl) — )\1(‘%‘/ + a///)2 + AQ(y/ + b///)2 + C//
Fie schimbarea de coordonate data prin z”/ = 2’ + a"”, v =y + V", 2 = 2/, care provine dintr-o translatie de
reper. Noul reper are originea in punctul O'(—a”, —b",0) (considerat in reperul (O;B’)). Rezulta ca in reperul

(0'; B') ecuatia cuadricei este:
Fg(ﬂ:”,y”,z") = )\1(1‘”)2 + )\Z(y//)Z + Cl/ =0.

-Daca )\1 75 0, )\2 = )\3 =0 §i (blz)2 + (bg)Q 75 O, atunci:
2 bl b
Fl (a:’, y/, Z/) = )\1 (a;' + a”) + 2,0 (2 y' + =3 Z/ + CH> y

bl b,
unde p = /(b})2 + (b5)2. Fie schimbarea de coordonate datd prin 2" = 2’ +a”, ¢’/ = 2y’ + 22 + ', 2" =
p p
/

/
—34/ + 222'; se obtine un reper (O’; B'), in care ecuatia cuadricei este:
p p

FQ(x//, y/17 Z”) = )\1(:1://)2 + 2py// — O
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-Daca A1 # 0, Ag = A3 = 0 51 b, = b = 0, atunci:
Fi(e,y,2") =X (o' + a”)2 + .

Fie schimbarea de coordonate data prin 2’/ = 2’ +d”, v = 4/, 2’/ = 2/, care provine dintr-o translatie de reper. Noul
reper are originea in punctul O’(—a”,0,0) (considerat in reperul (O;B’)). Rezulta ca in reperul (O’;B') ecuatia

cuadricei este:

F2($/I,y//, Z//) = )\1 (.’1?//)2 + C// — 0

Urmatorul tabel sistematizeazd formele canonice ale cuadricelor.

Cen. Semi-
E ie (I') : D i
cuatie (T') R Deg. invarianti
2 2 2
x° Yy z _ L Da A <0
1 2 + 12 + 2 1 =0 | Elipsoid real Nu i=1.3
2 2 2 . .
T U B Elipsoid - A-N>0
2 a? + b2 Tati=0 imaginar Nu 1=1,3
2 2 2 : . —
3 - n yooz 1=0 Hlpr})oli)ld cu Da AN
a2 b2 2 o panzi Nu +,—, -
4 ﬁ—y—Q—i—l—O Hiprboloid cu Da AN
a? b 2 B doud panze Nu +, 4+, —
5 1’72 n ny 90 Pz.mra.boloid Nu 0=0,A#0
a? b2 eliptic Nu A1 >0
6 z? B ny 90 Paraboloid Nu 0 =0,
a? b2 hiperbolic Nu A <0
2 2 2
T Y z Da A =0,
R S p 1
7 2 + b2 + 2 0 unct dublu Da A >0
2 2 2 —
g x+y7_z_0 Cuorl- Da A =0,
a2 b2 2 patratic Da §#0
A=6=0
2 2 . ,
lind -
) 2t % t1=0 i(rjrll;nirf;lr Da KA,
“ & KXy >0
A=6=0
2 2 . ,
“ P KXy <0
A=6=0
2 2 . ,
T 1 D
e %2 —i=0 1(311 lerzlr(:)r(;ic D: AtAz <0,
“ P K#0
A=6=0
2 2 v )
T Y Dreapta Da
12 I
2= dubla Da AtAz >0
K =
A=6=0
2 2 )
Pl D
13 x——y——o ane & Ay <0
a2 b2 secante Da
K =
A=6=0
.1. N )
o eaeo | ome [ow [ N
P K#0
A=06=0
2 )
Pl -
1 :% t1=0 z'rr?;einare Da Az =23 =0
5 K=0,L>0
A=06=0
2 )
Pl D
16 % -1=0 a?;llizle D: A2 =A3 =0
“ P K=0,L<0
A=6=0
Pl D ’
17 22 =0 di‘; Da Xy = A3 =0
ublu a K—1—0
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22 g2 2
Elipsoidul real are ecuatia (E) : — + 7 +—5—-1=0.
a c

Numerele pozitive a, b, ¢ se numesc semiazele elipsoidului; daca a = b = ¢, E definegte o sfera cu centrul in
originea reperului, de raza a.

Punctele A(a,0,0), A'(—a,0,0), B(0,b,0), B'(0,-b,0), C(0,0,c) si C'(0,0,—c) se numesc vdrfurile elipsoidulus.

Planele de coordonate sunt plane de simetrie, axele de coordonate sunt axe de simetrie, iar originea reperului
este centru de simetrie pentru elipsoid.

Intersectia unui plan de coordonate cu elipsoidul este o elipsa; intersectia unui plan, paralel cu un plan de
coordonate, cu elipsoidul este o elipsa reald, un punct Sau m2ul§imea vida.

z

Punctele A(a,0,0), A’(—a,0,0), B(0,b,0) si B’(0,—b,0) se numesc varfurile hiperboloidului cu o panzd.

Planele de coordonate sunt plane de simetrie, axele de coordonate sunt axe de simetrie, iar originea reperului
este centru de simetrie pentru hiperboloidul cu o panza.

Intersectia unui plan de coordonate cu hiperboloidul cu o panza este o elipsa (zOy) sau hiperbola (zOz sau
yOz); intersectia unui plan 7, paralel cu un plan de coordonate, cu hiperboloidul cu o panza este: o elipsa reala

(|| zOy) sau o hiperbola (7 || xOz sau 7 || yOz).

Hiperboloidul cu o panza are ecuatia (Hy) :

Familiile de drepte T2\ (1 — y), z + € IR*, sunt incluse in hiperboloidul cu o panza,
a

a ¢ b c
fiind generatoare rectilinii (prin fiecare punct trece cate o dreapta a fiecarei familii).

22 g2 2
Hiperboloidul cu doud pdnze are ecuatia (Ha) : — + 22 +1=0.
a c

Nz

Planele de coordonate sunt plane de simetrig;
este centru de simetrie pentru hiperboloidul ¢ Anze.

Intersectia unui plan de coordonate cu hiperboloi l—c@é panze poate fi: multimea vida (zOy) sau hiperbola
(xOz sau yOz); intersectia unui plan 7, paralel cu un plan de coordonate, cu hiperboloidul cu doua panze poate fi:
o elipsa reala, un punct sau multimea vida (7 || zOy) sau o hiperbola (7 || xOz sau 7 || yOz).

2

Paraboloid eliptic are ecuatia (PE) : % + 2—2 —22=0.

axelg de-spordonate sunt axe de simetrie, iar originea reperului
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Planele de coordonate xOz si yOz sunt plane de simetrie, planul zOy este tangent in origine (in varf) la
paraboloidul eliptic, axa Oz este axa de simetrie.

Intersectia unui plan de coordonate cu paraboloidul eliptic poate fi: un punct (zOy) sau o parabola (zOz sau
yOz); intersectia unui plan 7, paralel cu un plan de coordonate, cu paraboloidul eliptic poate fi: o elipsa reala, un
punct sau multimea vida (7 || zOy) sau o parab2olé 7; | xOz sau 7 || yOz).

y2 —2z=0.

Paraboloidul hiperbolic are ecuatia (PH) : P

Planele de coordonate xOz si yOz sunt plane de simetrie, planul 2Oy este tangent in origine (in varf) la
paraboloidul hiperbolic, axa Oz este axa de simetrie.

Intersectia unui plan de coordonate cu paraboloidul hiperbolic poate fi: doua drepte concurente (xOy) sau o
parabola (zOz sau yOz); intersectia unui plan m, paralel cu un plan de coordonate, cu paraboloidul hiperbolic
poate fi: o hiperbola (7 || zOy) sau o parabolad (7 || Oz sau 7 || yOz).

Yy Yy

Familiile de drepte T 7= A, z + 7= A € IR*, sunt incluse in paraboloidul hiperbolic, fiind generatoare
a a

rectilinii (prin fiecare punct trece cate o dreapta a fiecarei familii).

2 2 2
z
C

Conul pdtrati tia (CP): ==
onul patratic are ecuatia (C'P) 2

z

Planele de coordonate sunt plane de simetrie, axele de coordonate sunt axe de simetrie, iar originea reperului

este centru de simetrie pentru conul patratic (varful conului).
Intersectia unui plan de coordonate cu conul patratic poate fi: un punct (xOy) sau douad drepte concurente
(zOz sau yOz); intersectia unui plan 7, paralel cu un plan de coordonate, cu conul patratic poate fi: o elipsa
(7 || xOy) sau o hiperbola (7 || zOz sau 7 || yOz).
e P A~ Yy, Tz Yy
Familiile de drepte care trec prin varf — — — = ==\, — 4 — = —

a

=, — = —, A € IR*, sunt incluse 1n conul patratic, fiind
c b "a ¢ Xb

generatoare rectilinii.



Algebra Liniara si Geometrie Analitica

Cilindrul eliptic, cilindrul parabolic si cilindrul hiperbolic au ecuatiile:

.’IJ2 y2 (L‘2 y2

CE): 5 +-5-1=0, (CP):y*~-2pz=0, (CH): 35— 5-1=0.
a?>  b?

a? b2




